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A CARTSB T 

 eht fo tsoM  yrotnevni rof serutaretil  tnemeganam eicilop  dah gnirutcafunamer htiw smetsys niahc ylppus fo s
noitarepo esuoheraw no ylelos desucof T .  fo ecnetsixe eh sti  .demrifnoc neeb tey sah ycilop lamitpo   eht ,noitidda nI

TI   mroftalp  syadawon w neeb sah  detucexe eb dluoc tnemngila esahp resu taht os depoleved lle  wol ylevitaler ta
si ti dna tsoc   labolg a seinapmoc rof nonemonehp  up ot ssorc eusr -  reit hcterts  .niahc eulav sti gnola   a ,yduts siht nI

b rojam eerht fo desirpmoc ledom niahc ylppus zi  seititne  w(  gnirutcafunamer ,esuohera ytilicaf   si )esahp resu dna
 .detneserp nA   lamitpo epyt )S,s(   ycilop  ledom siht rof  si decudortni tsrif   rednu  eht non -  dna noitpmussa emitdael

ot dednetxe neht  eht  el oiranecs emitda  . T laciteroeht eh yl  lbacilppa ton si ycilop lamitpo  fo ecneuqesnoc a sa e
 ot drager htiw noitamrofni gnikcal  eht  eruliaf htiw gninim atad ,eussi siht evlos ot redro nI .wolf nruter s’tcudorp  ni

a detucexe si esahp resu eht dn  eht  resu fo noitacificeps   lamitpo eht gnitnemelpmi ot sevres taht noitamrofni esahp
 .detalucitra si ycilop A noitidd ylla  , laciremun  era stnemirepxe  detneserp   fo ytilamitpo eht yfirev ot  eht  epyt )S,s(

ilop  resu fo noitubirtnoc eht dna yc ot gnirahs noitamrofni esahp  tsoc yrotnevni  noitcuder . 

.1  I NOITCUDORTN  

of ycilop )S,s( fo ytilamitpo ehT  yrotnevni citsahcots fo egnar daorb a r melborp  stluser laitnesse tsom eht fo eno si s
 ni tnemeganam yrotnevni  seiroeht redro eht si S dna dlohserht gniredro eht setoned s erehw , - pu -  rednU .level kcots ot

 noitpmussa eht  lla taht snoitcnuf tsoc  xevnoc era cS , fra   ni ycilop )S,s( fo ytilamitpo eht devorp ]1[  smelborp yrotnevni
 htiw etinif  gninnalp  noziroh s  .  ttonieV ]2[   dednetxe s’fracS  krow  ot   yrotnevni ledom htiw s  inu - dom la   dna gnidloh

tsoc ytlanep s nikpiZ .   dna sneurgredeF  p )S,s( fo ytilamitpo eht deifirev ]3[  etinifni ni ycilo gninnalp  noziroh  soiranecs  .
no desaB   ycilop )S,s( ,sralohcs eseht fo noitubirtnoc eht  dah emoceb  lluf a - .yroeht tnemeganam yrotnevni degdelf  

 eirtsudni nredom ni yhposolihp ytilibaniatsus fo noitartenep evisavrep eht htiW tnuoma esnemmi ,s   si latipac fo
gnieb   fo seirogetac suoirav yb detsevni seinapmoc   ytilibalcycer eht ecnahne ot htiw ni   rieht noitarepo  gnisaercnI .

 fo rebmun rif m si s  a gnisahc n b detargetni ledom ssenisu   ta gnimia gnigavlas  erom  laudiser   eulav morf   eht  eruliaf
tcudorp s  . o nI siht eveihca ot redr  fo ytirojam eht , seinapmoc  ihca fo seitinutroppo gnikees era  no ecneserp erom gnive

 resu eht  scitcat tnemeganam yrotnevni evitaroballoc hguorht esahp evitnecni gnilcycer reporp ro   .semehcs
R  na gnimoceb si gnirutcafuname  tnatropmi ecruos   yrotnevni hsinelper ot naht rehto  .tnemerucorp   ,revewoH n  lamitpo o

 ycilop  sah  yltnerruc  demrifnoc neeb htiw gnilaed   dirbyh siht  gnirutcafunamer/gnirutcafunam melborp yrotnevni s.  nO
 rehto eht dnah  , lanoitnevnoc   noitazimitpo yrotnevni seigetarts  gnidulcni , )S,s( eht  ,ycilop   ecalp lcxe  evisu  sisahpme  no

noitarepo esuoheraw eht  hcihw , semitemos   era  elbatiusnu  syadawon otni tup nehw  ecitcarp laer  ,ecneH .  eht
 )S,s( lanoitnevnoc  epyt  morf ,ycilop yrotnevni  eht  ,weiv fo evitcepsrep tnemeganam yrotnevni eb ot sdeen   ni desiver

eseht reuqnoc ot redro  .snoitautis ssenisub wen  

 dna s’0691 eht ot kcab detad gnirutcafunamer htiw smetsys niahc ylppus rof seicilop yrotnevni fo hcraeser ehT
yllacisab era ereht   owt yramirp   citsinimreted :senil hcraeser  sledom dom citsahcots dna ydarhcS .sle   ]4[ a dehsilbatse n 

QOE -  ledom yrotnevni gnirutcafunamer desab taht  deripsni  fo seires a  saimhaN .aera siht ni sehcraeser tneuqesnoc   dna
areviR   tnemeganam yrotnevni gnirutcafunamer a dehsilbup ]5[ ledom   htiw gnirutcafunamer  stniartsnoc yticapac . 
soboD  rethciR dna  sopsid eht decudortni ]6[ la   sledom gnirutcafunamer lanoitidart otni noitpo taht  sdnetxe   hcraeser eht

nnaL red naV .smetsys niahc ylppus gnirutcafunamer fo krowemarf  retnueT dna   desoporp ]7[  a citsirueh   yrotnevni
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ygetarts tnemeganam  d rof  niahc ylppus citsinimrete metsys  ,enil hcraeser citsahcots eht gnolA .gnirutcafunamer htiw s
nospmiS   detimil nihtiw ycilop tnemeganam niahc ylppus gnirutcafunamer a desoporp ]8[ gninnalp   dna ,noziroh
detaitini   eht noitacilppa  gnimmargorp cimanyd fo  ni  ivlos smelborp yrotnevni citsahcots gn htrufrednI .   na dedivorp ]9[

sopsid eht sedulcni taht ygetarts lortnoc yrotnevni la   dna dnamed modnar eht rednu stcudorp denruter fo noitpo
noisiced eht gniriuqca rof sehcaorppa citsirueh dedivorp osla dna noitpmussa yrevocer  rellumseiK .sretemarap   ]01[

 no desab ledom niahc ylppus gnirutcafunamer a pu thguorb vswen aksihA .sledom rodne  gniK dna   eht dessucsid ]11[
 yrotnevni lamitpo  ni ycilop metsys niahc ylppus s .nrettap gnirutcafunamer dna gniredro laiceps a htiw  

oc dluoc ew sA  morf edulcn gnitsixe   htiw smetsys niahc ylppus rof hcraeser ycilop yrotnevni fo serutaretil
ht deilppa srepap wef yrev ylno ,gnirutcafunamer weiver lacidoirep citsahcots e   .seicilop t ,oslA  eht fo ecnetsixe eh

demrifnoc neeb tey sah ycilop yrotnevni lamitpo .  resu eht fo noitciped eht roF  nruter eht dna dnamed esahp tcudorp  ,s
tnerruc  snoitubirtsid niatrec sesu ylpmis serutaretil   wolfni eht tif ot )noitubirtsid noissioP .g.e(  wolftuo dna  stcudorp fo

 morf  eht  esuoheraw nam a sreg tniopdnats ’  ticifed eht ,revewoh ,  eht srednih noitamrofni noisiced elbarefer fo
noitatnemelpmi   ehT )1 :repap siht ni desserts eb dluow taht seussi eht era ereh ,ecneH .ycilop yrotnevni lamitpo eht fo

rutcafunamer htiw smetsys niahc ylppus ni ycilop yrotnevni lamitpo epyt )S,s( fo ecnetsixe ehT )2 .gni   fo noitubirtnoc
 resu  eht ot noitamrofni esahp noitatnemelpmi   fo  eht otnevni lamitpo  )3 .ycilop yr noitacificepS   fo  eht  resu  esahp

 ot redro ni derrucni eb dluow noitamrofni etucexe  .ycilop yrotnevni lamitpo eht  

.2  I  ROF YCILOP YROTNEVN IAHC YLPPUS NAMER HTIW SMETSYS N GNIRUTCAFU  

.1.2  KROWEMARF  

s ehT ledom yrotnevni citsahcot  sesucof   gninnalp etercsid etinif a revo snoisiced tnemhsinelper fo noitavired eht no
 .sdnamed citsahcots rednu noziroh nI  i metsys niahc ylppus a ssucsid ew ,repap siht wt gnivlovn fo secruos tcnitsid o  

hsinelper gni   fo yrotnevni eht  eht es  rof tpecxE .stcudorp elbaecivr  ,tnemerucorp lanoitidart  eht  fo gnirutcafunamer
eruliaf  kcotser fo ecruos yratnemelpmoc a yllaitnesse si stcudorp gni  tilauq eht dna era stcudorp gnirutcafunamer fo y  

sa  eb ot demus emas eht  sa  derucorp  giF eht ot refeR .seno eru  htiw smetsys niahc ylppus fo krowemarf eht rof 1.
.gnirutcafunamer  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

giF eru  1. gnirutcafunamer htiw smetsys niahc ylppus fo krowemarF . 

:ledom eht ni dedulcni era snoitaton gniwolloF  

K decalp si redro na revenehw derrucni tsoc puteS :  

cp tsoc gnisahcrup tinU :  

cr tsoc gnirutcafunamer tinU :  

h stcudorp elbaecivres fo tsoc gnidloh tinU :  

v  tinU :  tsoc redrokcab  

ξt t doirep ni dnamed citsahcotS :  
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rt t doirep ni stcudorp gnirutcafunameR :  

pt t doirep ni stcudorp derucorP :  

λ emitdael tnemerucorP :  

ϕ ⋅( ) rP : noitcnuf ytisned ytilibabo  

xt t doirep fo gninnigeb eht ta level kcots laitinI :  

yt  dereviled si redro dnamed erofeb level kcotS :  

µ emitdael gnirutcafunameR :  

ρ irutcafunameR : stcudorp desu fo etar gn  

τ esahp resu eht gnivres stcudorp fo emitefil egarevA :  

N doirep noisiced fo rebmuN : s 

 revo dnamed ehT  eht gninnalp  citnedi ylirassecen ton era taht selbairav modnar fo ecneuqes a si noziroh  ron ylla
noc eW .tnednepedni  yrotnevni na redis melborp tnemeganam   htiw n   morf sdoirep gninnalp t =1  ot t = n  ehT .

 fo enilemit era stneve tnenitrep  :swollof sa  

)1   eht fo gninnigeb eht tA t  level yrotnevni laitini na secaf reganam yrotnevni eht ,doirep ht fo  xt . 

)2   retfA  tuo gnikcehc  eht  laitini  stcudorp denruter ,yrotnevni rt   detelpmoc neeb sah ssecorp gnirutcafunamer esohw
ht ot deppihs eb dluow  semoceb level yrotnevni eht dna esuoheraw e xt + rt . 

)3   gniviecer retfA  eht  ytitnauq htiw redro na secalp reganam yrotnevni eht ,stcudorp gnirutcafunamer pt   hcihw
 fo emitdael tnemerucorp dexif a retfa devirra eb dluow λ  a edam sredrO .sdoirep  eht fo gninnigeb eht t t  ht

 fo gninnigeb eht ta evirra lliw doirep t + λ  .doirep ht  

)4   tnemerucorp edistuo ,redro eht gniussi retfA pt−λ  edam  λ   level yrotnevni eht dna dereviled si oga sdoirep
 semoceb xt + rt + pt−λ   .  

)5   rof dnamed ehT  eht er si doirep tnerruc dna doirep eht fo dne eht ta dezila   neht  semoceb level yrotnevni eht
xt + rt + pt−λ −ξt   .  

 taht emussa eW  eht  fo tnemhsinelper ht  e desaec eb dluow yrotnevni  eht os ,noziroh gninnalp eht fo dne eht ta   tsal
 doirep ni decalp si redro n − λ  taht emussa ew ,ytilareneg fo ssol tuohtiW . tsoc gnisahcrup   ta degrahc si yrotnevni rof

 erehw esac ehT .redro fo emit eht nisahcrup tsoc g   a yb mrofsnart eb dluoc yreviled fo emit eht ta degrahc si
 ot deirrac si yrotnevni ssecxE .level yrotnevni eht no ecneulfni on sah noitca sihT .secidni tsoc fo tfihs drawrofthgiarts

rep a gnirrucni ,doirep txen eht - ah rehto eht nO .tsoc gnidloh tinu  ot deggolkcab si dnamed deifsitasnu fo tinu hcae ,dn
rep a htiw doirep txen eht -  hguorht detnuocca eb nac selas tsol fo ytlanep eht ,doirep tsal eht nI .tsoc ytlanep golkcab tinu

.tsoc golkcab  

 eht lla fo enilemit nevig eht ot gnidroccA  tnenitrep lcni stneve  scimanyd metsys eht ,ledom eht ni dedu  eht fo
 yrotnevni :si  

 xt+1 = xt + rt + pt−λ −ξt  (1) 

 doirep erofeb edam sredrO t =1 p era  rof taht ecitoN .setaitini noziroh gninnalp eht nehw seirotnevni enilepi λ ≥1  ,
 seititnauq tnemerucorp roirp eht pt−λ t =1, 2,...,λ( )  .seulav nwonk era  

deppihs stcudorp denruter roF   gnirutcafunamer eht ot ytilicaf gatnecrep niatrec ylno ,  emussA .delcycer eb dluoc e
 taht ylirartibra 1− ρ  opsid eb ot evah stcudorp denruter fo egatnecrep eruliaf elbisreverri ot eud des  ,sdrow rehto nI .

 ylno ρ   stcudorp nruter eht fo egatnecrep ret−µ  elloc  esahp resu morf detc µ   otni derutcafunamer eb dluoc oga sdoirep
irep ni stcudorp elbaecivres  do t  rof ssecorp gnirutcafunamer ehT . ret−µ   dna detelpmoc eb dluoc  eht  dluow stcudorp

w eht ot dereviled ohera  doirep fo gninnigeb eht ta esu t   sa detoned( rt  taht hcus ,) rt = ρ ⋅ret−µ  . gnimussA   si ereht taht
stcudorp gnirutcafunamer dna tnemerucorp eht neewteb ecnereffid on  yrotnevni elbaecivres ni  .  

raenil A  non era sretemarap tsoc lla dna demussa si erutcurts tsoc -  revenehw derrucni si tsoc putes dexif A .evitagen
uo na tnemerucorp edist   .dereggirt si gnisahcruP   ni tsoc K tsoc putes a sevlovni t doirep   gnisahcrup tinu a dna  tsoc pt : 

   

(2) P pt( ) =
K + cp ⋅ pt pt > 0

0 pt = 0






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 dna emit eht ot lanoitroporp degrahc si esuoheraw eht ni stcudorp elbaecivres fo tsoc gnidloH  eht  .ytitnauq
drokcab era sdnamed deifsitasnU hsinup raenil a htiw dere  tsoc  .evitagen eb ot level yrotnevni tnerruc eht swolla hcihw  

drocca degrahc si stcudorp elbaecivres fo tsoc golkcab/gnidloH  fo dne eht ta level kcots eht ot gni  eht doirep  sihT .
no eht ot lanoitroporp si erutidnepxe -  ro kcots dnah  noitcnuf ssol eht ,suhT .sdnamed delliflufnu L ⋅( )   denifed si

t tneiciffus saw yrotnevni ro yrotnevni dedeecxe dnamed rehtehw seicnegnitnoc owt ot sdnopserroc  sredro eht llifluf o
 doirep ni t  .  

  (3) 

ehT   ehT .snoitcnuf gnisaercni xevnoc era stsoc ytlanep dna gnidloh eht htob ecnis xevnoc si noitcnuf ssol
 doirep ni tsoc gnirutcafunamer t  :sa denifed si  

 T rt( ) = cr ⋅rt  (4) 

nehT ,  eht  revo tsoc latot n  :sa detalumrof eb dluoc noziroh gninnalp  
 
  (5) 

tercsid eW  otni noziroh gninnalp eht ezi n   no si repap siht ni dehsilbatse ycilop lortnoc yrotnevni eht dna sdoirep
rep  seititnauq gniredro cimanyd eht enimreted ot si evitcejbo ehT .sisab weiver cidoi pt   latot eht eziminim ot sa os

o tsoc detcepxe eht rev   eht ot esnopser ni noziroh gninnalp citsahcots  med  .sdna a hguohT   emitdael citsinimreted λ  
a neewteb stsixe  n dereviled dna edam si redro w , teg e  non eht htiw detrats - .sesoprup noitacifilpmis rof esac emitdael  

.2.2  NON - ESAC EMITDAEL  

 nI noitces siht d ,  ygolodohtem eht si gnimmargorp cimany detnemelpmi ew   ereh cilop lamitpo eht evired ot  y
 gnilkcat niahc ylppus  metsys s non nI .gnirutcafunamer htiw -  ew ,sesac emitdael deriuqca   eht erawa lluf ssen   eht fo

stcudorp elbaecivres fo ytitnauq  rt   doirep ni dereviled eb dluow taht  tsoc gnirutcafunamer ehT .t T rt( )   denimreted si
 eht sa gnol sa etar gnirutcafunamer  ρ   .dexif si  ytitnauq tnemerucorp eht nehT pt   deen ew elbairav noisiced ylno eht si

utcurts evisrucer eht ,ecneH .noitcnuf evitcejbo eht ni noitaredisnoc otni ekat ot  dluoc gnimmargorp cimanyd eht fo er
:sa deledom eb  

  (6) 

 
erehw  yt = xt + rt + pt . 

    op gniredro epyt )S,s( fo ytilamitpo eht evorp oT :taht enifed tsrif ew ,ycil  
 

  (7) 

 
1 ammeL  e yllacimonoce si tI  morf redro na ekam ot tneiciff xt ,  ereht fi ylno dna fi  emos si yt > xt + pt  taht gniyfsitas

gt xt + pt( ) > K + gt yt( ) redro eht ,decalp deedni si redro na hcus fi dnA . - pu - eht si level ot yt  seziminim taht gt yt( ) . 
 

1 ammeL dniheb cigol ehT   etoneD .drawrofthgiarts si w  ereh  eht nim  fo mumi gt ⋅( )  eb ot deniatbo si St  fI .  eht
 evitagen gt ⋅( )  inu si -  euqinu a gnidnif ,ladom st st < St( )  gniyfsitas gt st( ) = gt St( ) + K  taht setacidni st, St( ) ilop  si yc

deedni   doirep ni lamitpo t  rehtruf ,revewoH .  fo roivaheb eht fo eziniturcs gt ⋅( )  taht slaever gt ⋅( )  elpuoc a sah yllautca
o siht ni suhT .aminim dna amixam f   yrotnevni melborp  sys niahc ylppus fo  smet  evorp ot deen ew ,gnirutcafunamer htiw

 fo ytilamitpo eht  )S,s(  egral ton era aminim dna amixam eseht htiw gnola snoitallicso eht taht gniwohs yb ycilop epyt
 morf noitaived a esuac ot hguone  )S,s( .epyt  

 
 2 ammeL gt x( ) t =1, 2,..., n( ) era  K- cnuf xevnoc noit s[1]. 

:si ycilop epyt )S,s( fo ytilamitpo eht rof noitidnoc tneiciffus dna yrassecen ehT  

 K + g a + x( ) ≥ g x( ) + ga ' x( ) a ≥ 0( )  (8) 

K eht htiW - ytixevnoc   fo gt ⋅( )   niatbo ew ,demrifnoc gnieb K + g a + x( ) ≥ g x( ) + ga ' x( )  gnittel yb b→ 0  yB .
w ,won  )S,s( taht etartsnomed ot deeccus e  ni lamitpo deedni si ycilop gniredro epyt  eht non - .esac emitdael  

 etoneD St sa   fo muminim labolg eht gt ⋅( )  dna st st < St( ) op eht si  seifsitas taht tni K + gt St( ) = gt st( )  eht evah eW .
redro lamitpo gniwollof  ni ycilop gni  eht non - .esac emitdael  

 

L yt( ) = h ⋅ yt −ξ( )ϕ ξ( )dξ
0

yt

∫ + v ⋅ ξ − yt( )ϕ ξ( )dξ
yt

∞

∫

f = L yt( ) + P pt( ) +T rt( ) 
t=1

n

∑

 

ft xt + rt( ) = min
pt≥0

P pt( ) + L yt( ) + ft+1 yt −ξt + rt+1( )ϕ ξt( )ϕ rt+1( )dξt drt+1
0

∞

∫
0

∞

∫








 

gt yt( ) = cp ⋅ yt + L yt( ) + ft+1 yt −ξt + rt+1( )ϕ ξt( )ϕ rt+1( )dξt drt+1
0

∞

∫
0

∞

∫
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1 meroehT  

non ni ycilop gniredrO -  :esac emitdael  

 fI xt + rt ≥ st redro on ekam , . 

 fI xt + rt < st
ot pu redro neht ,  St .  

 doirep nI t  ot yrotnevni eht hsinelper ot redro na eussi , St eviled eht retfa level kcots eht fi unamer fo yr  gnirutcaf
 tcudorp xt + rt   naht rewol si st  redro on ekam , esiwrehto . 

.3.2  ESAC EMITDAEL  

moc taht nosaer laicurc A fo ssecorp gniredro eht setacilp   devlovni gal emit eht si smelborp tnemeganam yrotnevni
ucorp gnitceffe ni eiciffus si gal siht hcihw ni snoitautis era erehT .seicilop tnemer  eb dluoc ti dna llams yltn  .dedragersid

 ni tnacifingis yllautca si yaled fo tros siht ,revewoH tsom   dluow ti gnitcelgen dna sesac lacitcarp ot dael   etairporppani
 yrotnevni seigetarts ecneH .  gal emit eht ,denifed evah ew sA .soiranecs emitdael ot stluser ruo dnetxe ot etadnam si ti ,

oheraw eht ot yreviled tneuqesbus sti dna redro na gnicalp neewteb  emitdael tnemerucorp eht si esu λ . 

ecitoN   level kcots laitini eht taht xt  oirep suoiverp fo stcudorp gnirutcafunamer eht sesirpmoc d  taht emussA .s
 sredro pt−λ t =1, 2,...,λ( )  doirep erofeb edam t =1  era  ydaerla  rof elbaliava  eht  evisrucer ehT .reganam esuoheraw

 evitcejbo eht fo noitauqe  noitcnuf  esac emitdael eht ni :swollof sa deledom eb dluoc  

  (9) 

 
3 ammeL  :mrof gniwollof otni demrofsnart eb dluoc noitcnuf evitcejbo ehT  

   

 

 

     ( 01 ) 

 
 
  erehw ht z( )  :seifsitas  
 

( 11 ) 

 foorp ruo trats eW  3 ammeL fo p eht otni noitcepsni na gnikat yb  noitcnuf evitcejbo fo seitrepor ft ⋅( )  eb dluoc ti ,
:mrof gniwollof ni etirwer  

 

 

( 21 ) 

 

 

gnimussA  tsrif sti ,elbaitnereffid - tavired redro  fo tes elbairav a sniatnoc evi xt + rt + pt−λ + rt+1, pt−λ+1,..., pt−1{ }  .
 eht nehw ,ecneH  labolg ,deniatbo si muminim   ytitnauq gniredro lamitpo eht pt

*  noitcnuf a si taht  wollof s  mrof eht
pt

* = pt
* xt + rt + pt−λ + rt+1, pt−λ+1,..., pt−1( )  .  swohs noitauqe sihT  tcaf eht d ytitnauq gniredro lamitpo eht taht  no sdnepe

pt−λ  dna rt+1  hguorht
 xt + rt + pt−λ + rt+1

 . ruo eunitnoC   noitcuded corp  sse  eht ot emoc dluow ew cigol siht gniwollof
 ytitnauq gniredro lamitpo eht taht noisulcnoc pt

* = pt
* xt + pt−λ+1 + pt−λ+2 + ...+ p2 + Rλ,t( ) suhT .  ew ,  foorp eht etelpmoc

3 ammel fo .  taht ecitoN ht z( )  evitcejbo eht htiw nosirapmoc ni erutcurts emas eht yltcaxe sah   ni nevig noitcnuf
non - largetni elpitlum a yb decalper si noitcnuf ssol eht taht tpecxe esac emitdael  ,  ytilamitpo ehT .xevnoc osla si hcihw

 yb deziretcarahc si ycilop lamitpo eht ecneh ,xevnoc si noitcnuf ssol eht sa gnol sa sdloh ycilop epyt )S,s( fo st  dna St  :  

2 meroehT  

 :esac emitdael ni ycilop gniredrO  

ft xt + rt, pt−λ ,..., pt−1( ) = min
pt≥0

P pt( ) + L xt + rt + pt−λ( ){ + ft+1 xt + rt + pt−λ −ξt + rt+1, pt−λ+1,..., pt−1( )ϕ ξt( )ϕ rt+1( )dξt drt+1}
0

∞

∫
0

∞

∫

ft xt + rt, pt−λ ,..., pt−1( ) = min
pt≥0

P pt( ) + L xt + rt + pt−λ( ) + E rt+1
L xt + rt + pt−λ −ξt + rt+1( ) ϕ ξt( )dξt

0

∞

∫





+ ...

+ E rt+1, rt+2
L xt + rt + pt−λ+i −ξt+i + rt+1+i( )

i=0

1

∑













ϕ ξt( )ϕ ξt+1( )dξt dξt+1

0

∞

∫
0

∞

∫ + ...

+ ... E rt+1,..., rt+λ
0

∞

∫
0

∞

∫ L xt + rt + pt−λ+i −ξt+i + rt+1+i( )
i=1

λ−1

∑













ϕ ξt( )...ϕ ξt+λ( )dξt...dξt+λ + ht xt + r1 + pt−λ+i

i=0

λ−1

∑








 

ht z( ) = min
pt≥0

P pt( ) + ht+1 z + pt −ξt+λ( )ϕ ξt+λ( )dξt+λ
0

∞

∫





+ ... E rt+1, ,... rt+λ

L z + pt − ξt+i
0

λ−1

∑ + rt+ j
j=1

λ

∑
















0

∞

∫
0

∞

∫ ϕ ξt( ) ... ϕ ξt+λ−1( )dξt ... dξt+λ−1







ft xt + rt, pt−λ ,..., pt−1( )

= min
p≥0

P pt( ) + L xt + rt + pt−λ( ) + ft+1 xt + rt + pt−λ −ξt + rt+1, pt−λ+1,..., pt−1( )ϕ ξt( )ϕ rt+1( )dξ drt+1
0

∞

∫
0

∞

∫








= L xt + rt + pt−λ( ) +min
p≥0

P pt( ) +
0

∞

∫ ft+1 xt + p1 + r1 −ξt + rt+1, pt−λ+1,..., pt−1( )ϕ ξt( )ϕ rt+1( )dξ drt+1
0

∞

∫







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fI xt + pt−λ+i + Rλ,t
i=1

λ−1

∑ ≥ st .redro on ekam ,  

 fI
 
xt + pt−λ+i + Rλ ,t

i=1

λ−1

∑ < st  ot pu redro neht , St  

 doirep nI t t redro na eussi ,  ot yrotnevni eht hsinelper o St   yrotnevni laitini fo noitammus eht fi xt  enilepip ,
 yrotnevni pt−λ+1 + pt−λ+2 + ... + pt−1  tnemerucorp eht nihtiw stcudorp gnirutcafunamer fo ytitnauq detcepxe eht dna

 emitdael Rλ,t   naht rewol si fo st  redro on ekam , esiwrehto . 

2 meroehT ni ycilop lamitpo fo erutcurts eht morF edulcnoc dluoc ew ,   na stsixe deedni ereht taht  lamitpo  epyt )S,s(
nirutcafunamer htiw smetsys niahc ylppus rof ycilop yrotnevni  fo ytitnauq detcepxe fo ytilibaliavanu eht ,revewoH .g

 emitdael tnemerucorp eht nihtiw stcudorp gnirutcafunamer Rλ,t   eht sekam roeht e  lacit  elbacilppani ycilop lamitpo
no tsuj desab   eht  s’esuoheraw noitpecrep  . retpahC  h etartsulli dluow 3 ht tnemelpmi ot wo  resu fo pleh eht htiw yroeht si

.noitaziretcarahc esahp  

.3  U IRETCARAHC ESAHP RES NOITAZ  

 ehT retpahc ni tluser   elbissopmi si ti taht setacidni 2 ot   yrotnevni lamitpo laciteroeht eht tnemelpmi ycilop  ylpmis  
 no desab ni -  esuoh noitamrofni  t fo esuoheraw eh  fo kcal ehT . noitamrofni   eht nihtiw gnirutcafunamer ot drager htiw

 resu eht ni gninim atad rehtruf fo ecnesse eht slaever emitdael tnemerucorp esahp uiL dna gnahZ .  [ 21  eht ssucsid ]
lppus ni yroeht ytilibailer fo ygrenys nemeganam metsys niahc y  resU .t  repap siht hcaorppa eht si noitaziretcarahc esahp

.ycilop lamitpo laciteroeht eht tnemelpmi ot desu  

ffo llarevo ehT - ppus gnirutcafunamer eht ni stcudorp rof napsemit esuoheraw  niahc yl  ledom .erugif ni debircsed sa  1
 fo desirpmoc si ivres :strap owt  resu eht ni emit gn emit gnirutcafunamer dna esahp  ytilicaf gnirutcafunamer eht ni  .

erawa lluf fo si reganam esuoheraw eht taht emussA ssen   fo  eht it ssecorp  em  stcudorp eruliaf fo  gnirutcafunamer eht ni
ytilicaf  si hcihw , eurt yllausu  uoheraw eht htob ecnis  gnirutcafunamer eht dna es ytilicaf   rednu era  eht  eht fo noitarepo

 emas ni ynapmoc  sesac tsom  ylno eht si esahp resu eht ni tneps stcudorp taht emit eht ,sisab siht nO . eussi   ot deen ew
tnuocca   ew dna  dluoc  eb dluoc ssecorp gnirutcafunamer eht taht emussa  emit elbigilgen ni dehsinif µ = 0 .  snaem sihT

 fo eulav eht taht Rλ,t  denimreted si  ylno  emit eruliaf eht taht etoneD .esahp resu eht ni roivaheb eruliaf s’tcudorp eht yb
eht ni tcudorp a fo   eb ot esahp resu τ  ht gnivres stcudorp fo ytitnauq eht dna  doirep yb esahp resu e t   eb ot Nt  ,suhT .

 eht osla si hcihw stcudorp elbaecivres fo ytitnauq eht ytitnauq  f stcudorp deliaf fo  doirep morf esahp resu eht mor t  
:si emitdael tnemerucorp eht hguorht  

   

( 31 ) 

 

( noitauqe morf edulcnoc dluoc ew sA 31 gral si emitdael tnemerucorp eht nehw ,)  a fo emitefil detcepxe eht naht re
 eht fo roivaheb gniredro eht ,esahp resu eht gnivres tcudorp deen si esahp resu de   redro ni  etamitse ot Rλ,t ehT .  

 eulav detcepxe  fo Rλ,t  :sa denifed si  

   

( 41 ) 

 

elbairav emitefil eht roF  τ  gnivres egareva eht fo thgisni erom rof esahp resu eht ni gol eruliaf eht ot refer dluoc ew ,
.ecitcarp laer ni emit  it eruliaf eht ezitercsiD enifed dna sisab doirep no em p k( )   a fo ytilibaborp eht sa  sah taht tcudorp

 fo emitefil a k   dluoc ew nehT .sdoirep  fo eulav detcepxe eht etirwer Rλ,t :sa  

 

   

( 51 ) 

R τ, t;λ( ) =
N t+λ−τ − N t−τ λ ≤ τ

N t − N t−τ + ξi
i=t

t+λ−τ

∑ λ > τ









Rλ,t = Eξ Eτ R τ , t;λ( )   = Eξ R τ , t;λ( )ϕ τ( )dτ
0

∞

∫










= Nt+λ−τ − Nt−τ( )ϕ τ( )dτ
L

∞

∫ + Nt − Nt−τ + ξi
i=t

t+λ−τ

∑




ϕ ξ( )ϕ τ( )dξ dτ

0

τ

∫
0

∞

∫

 

Rλ ,t = Eξ Ek R k,t;λ( )   = Nt+λ−k − Nt−k( ) p k( )
k=λ

∞

∑ + Nt − Nt−k + ξi
i=t

t+λ−k

∑



k=0

λ

∑ p k( )ϕ ξ( )dξ
0

∞

∫



gnirutcafunameR htiw smetsyS niahC ylppuS rof yciloP yrotnevnI desaB noitamrofnI esahP resU   
 

 ni noitamrofni gnissim eht ,won yB gnitnemelpmi   eruliaf eht gnitiolpxe yb dellifluf si ycilop lamitpo laciteroeht eht
esu eht ni roivaheb gniredro dna  tnemeganam yrotnevni rof hcaorppa evitanretla na pu snepo ygolodohtem sihT .esahp r

 gnirutcafunamer rof ylno ton hcraeser yrotnevni rof osla tub smetsys  seiduts   .noitarepo esuoheraw eht no ylelos sucof
los ni yroeht ytilibailer fo tnemngila ehT v otnevni gni .noitarolpxe rehtruf rof ecaps sevael smelborp tnemeganam yr  

.4  A N  LACIREMU E ELPMAX  

 smetsys niahc ylppus rof ycilop epyt )S,s( fo noitacilppa eht etartsulli ot ereh decudortni si elpmaxe laciremun A
funamer htiw ytilaitnesse eht yfirev rehtruf dna gnirutca   fo noitamrofni esahp resu  .  eht nI elpmaxe laciremun  eht ,

 naem eht htiw detubirtsid nossioP eb ot demussa si dnamed  ytitnauq  .02 fo  sretemarap ycilop ehT st   dna St   hcae rof
rt ehT .2 erugiF ni detartsulli era doirep  dlohserht reggi st   eht htiw nosirapmoc ni elbats si  ereves  noitartsurf  fo  eht

redro - pu -  level ot St .  noitcuder tsoc yrotnevni eht ot noitamrofni esahp resu fo noitubirtnoc eht setanimulli 3 erugiF
rednu  rp tnereffid  nI .semitdael tnemeruco  a 001 - noisiced - p resu ,ledom doirep s dluoc gnirahs noitamrofni esah  eva

 a ni tsoc yrotnevni latot eht fo flah tsomla  fo emitael htiw oiranecs noisiced 4/1  sdoirep 52 .e.i ,noziroh  .  ,sisab siht nO
 dna gnirutcafunamer fo tnemngila eht  rof yaw tneiciffe yllacimonoce na sa detacidni si noitaziretcarahc esahp resu

.noitazimitpo tsoc yrotnevni  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 erugiF . noziroh gninnalp eht revo ycilop epyt )S,s( lamitpo eht fo retemarap noisiceD . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 erugiF 3  . p resu fo noitubirtnoc ehT semitdael suoirav rednu noitcuder tsoc yrotnevni ot gnirahs noitamrofni esah . 
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1 elbaT . retemaraP noitalumiS   eht rof laciremun  elpmaxe . 

retemaraP  N  K  h  v  c
p
 ρ  

eulaV  001  01  1.0  5 1 2.0  

5. C SNOISULCNO  

 esahp resu ehT  niahc ylppus lanoitnevnoc eht ot decudortni ylevitavonni si ledom  fo ytilamitpo eht dna s )S,s(  epyt  
 citsahcots a ni devorp si ycilop  yrotnevni nemerucorp htiw ledom tes redro dexif dna emitdael t -  ot redro nI .tsoc pu

elbacilppani lacitcarp tub lamitpo yllaciteroeht eht tnemelpmi  ycilop  llifluf ot detucexe si esahp resu eht ni gninim atad ,
 noitamrofni gnissim eht eht ot drager htiw   .gnirutcafunamer tnemngila esahp resU   eht eriuqca ot redro ni ytissecen fo si

i  noitamrofn  ot sdrager htiw  fo roivaheb eruliaf eht  gnicivres stcudorp  .  sti yfirev ot desu neht si elpmaxe laciremun A
.esahp resu eht fo gnirahs noitamrofni fo ytilaitnesse eht dna noitatnemelpmi  
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